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1 Methode van DARROUX. ') Oct.1949

Indien de functie f(z)ﬁ'gga zn %innen cen cirtel C met eindige
convergentiestranl R aneljtlsch is, kan onder moer algemene voorwanrden
uit het functietheorctisch karater van de functie f(z) het sedrag von

~de co#r *ficient A, voor grote woarden van h worden bensald. Dasrtoc voes
ren we een hulnfunctle B 0o
B £0y7 |
in, die evencens binnen de cirkel C analytisch is en binncn dice c1r”al
~ betrokkelijk nauw bij de functic £(z) sansluit, terrijl net gedrag van
de co@éfficient bn voor grote wanrden van n békond verondersteld wordt.
Ondér'benanlde voorwzar'en blijkt dan a, voor grote wanrden van n bij
benaderlng gelijk te zijn aan b, De eerste onzave is dar ook uit het
feit, dat de functie : DO

: o - v > n .
v(z) = £(2) - (%) 'qﬁthz , Woarin Cn'an"bn,

binnen de cenheidscirkel in het algemeed nie’ al te grote modulus bezit,
af te leiden, dat de coéfficienten én voor grote wanren van n, abso-
luut genomen, betrekkelijk klein blijven. Om onze gedachten te benalen .
zullen wij aanncmen, dat on of ‘buiten cen cirkel C een CanlT.ﬁmﬁtql |
~versoh111bnde purten Sq9 ee- 9 Sy 11ﬁ"on zodanig, dat alle binnen C ge=
legen punten 2z voldocn aan de onzelijkheid ‘

’v(z) 4 Z M..QSE*Z } e , waarin [-31:>0'

n

On‘er die voorwaqﬂ'en is voor n21
N 4‘5_}40 (B R e
 Hierin is
; 2ﬁ r—(i-.ﬁ__
c (/3).: == m
ny-r VT,— T"‘ (},h, 2

3 indien /%41'

. , 1 , o
Cn({s)' = (m+1) /5*’*;.2“‘ , intien (3)1-
(ﬁb'= 4 + 2 log 2n , ~indien /3 i.
, Voor het bewijs van de utelllnﬁ hobben W13 de vol*enée hulnotoﬂingrmdug
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jgrands nombres et sur une classe étendue de développements en séries
;Journ.Math Pures et appliquées, serie 3, bd 4, p.5-56;377-416 (1878). -
A Haar 1926'. Ueber asymptotische Entw1ck1ungen Math, Ann$6(1926)69~107.j‘
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- 6(1940) 1r8-119. : =
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2 _ ' lethode wvan DARBOUX. Oct.1949
Lemma. 7Zij O<r<R; }S\ER en /3,>o. Verder worde festeld

lxl=4
Bewerin 1%Indien d, don is
L4
7] £V l2xl 10 ,-(~———@ :

- (-7
2°: Indien /5}1 en R{Br, don is
, {—~
)7) [7);—“ + T“) C? ‘Z>

3% Indien /];—-1 en *%*i)r, dan is

\ (jl < 6 + 3% log ﬁ_:r‘
~ Bewijst Stel |g =p, dus >R>r. Ligt z on de cirkel |zl=r, dan hocft
de stomphoekige driehoek ret hoekpunten £S5 , 2 en 8 de zijden \a-—s ,!',
rs - ‘ '

-r en }z-— —-—), dus

By g7

(1) \s-zIZ?-rgR-r en Xs-—z)?i%’--z;.

| Indien %g— = o'¢ ( 0< Cp<2rr) gesteld wbrd‘t, gnat de laatste 011~e117k~

i held over in
(2) ts-zl”/" r{l - el@} 2r sin ¥ . |
Tk onderscheid twse gevallen, al naar gelang /Sff'of >1 is.
lot 2ij {&O_. Dan is volmnu (2) :

'J'{(Z’x')‘L /SJ(sm 1) /sdso- 2 (2r)t /Sj (sin 1;) /Sdt.

Door sln?t =u te .Jtellen 1<r13<ren we

’7<<zr)1-/5j Ao ran = (2t=d L -a-/&)r()

,__,_....
Waarurt de eerste aewemng volgt worens | (4) =Y. ( /3)
S 2% Zij [3,:1 en R<3r. Dan is -R—z--—‘(l, zodat ecen freh\,el o‘otala’>o en
LT met —2—— sin } Ibcst'w.t. lien heeft dan wemens (1) en (2)

(3{742 I%R-r) ﬁr ch -l-(2r}l /3 (s:.n cp) /)Jdcp

-ZB/r(R-—r} /5+ (?r)l /5 J ~“’6—“(1 u) ”" du.

| egens O<1(}/4r <Tsln %X" R-r’ 9 dus
W 2R o )1 P,
© Men hc,eft

OR J u‘éﬁ Ham)” f*du*ﬁzﬁ*’ f (1. u) L au -—»zfzﬁ”
¢ “‘In het weval san%P 1s, volg‘t uit (3), (4) en (5)

T\ £ ey s o2 3B

In dit greval {relden de 2¢ en 3 bewemng wewens T VQ 6




3 lethode van DARBOUX Oct. 1942

Is echter sinz%ka%, dan snlitsen we de slotintegsranl van (3) met
behulp van het punt # in twos stu’keﬂ en daorhi] is
2- - .‘?
(6) J[ P {1-u)"%® du‘<:2’df ~4h-% du.

51,,‘21-

Is /§>l, dan is het rcchterlldyvl riner dan

f
24

Tg":‘_; (Sln X)l“/g @,_.:T_ R~I‘)l°‘/3)

)

3 v
zodat de twoede bewering dar uit (3),(4) en (5) volst wezens 2 *<3. Is
daarentegen ﬁbzl, dan is het rechterlid van (6) kleiner dan

2r

Zr
— < 3 log T

2 -2, 3
2% log(sin %5) 2" log &

wearuit de derde bewering volgt.
Na deze hulnstelling is het bewriijs van onze stelling cenvoudig. len
heeft voor clk positief ~motal r<{R

®n “?”] v[.V(Z) z
t ol € --2«?—::}-2 fs,v,uz] /gc\dz}

2#3‘2&
Wij :kiezen hierin r=——

n+l
nositief is n n
(1) =1 +(1)u+ oo 23;+nu,

L3

-n=-1 iz,

dus

R, zodat meter R<3r is., Voor u>0 cn n gehocl

dus
. 1 \n n 1
1+ 5= )" >1 + —5— 21z,
| <‘ n?-1 n -1 °
waaruit volgt B \n+l Mol n
: : n+1) n

zodat o A

, (14 n+1 )-n -1 voor n= 1,2,... ecn afremende functic van n is,

die voor n=1 de wa rde 4 novneemt. Voor elk matuurlijk getal n is dus
{ -n~1 ‘ \ o ~ : '

derhalve ‘ i ,
r~n-1 = (1- 1 }—nml -n—1<:¢R~n-

Aldﬁs vlnden we .1 é~ g _R
| xc\nxf%r” 2, [leal el

B°schouw de bijérage tot het rechierlid van de versch1110nde metallen't,h
© met voortdurcnde toen&ss:n@ van het lnuma. Dle blg@rqwe is voor /3~¢1 o

1=-53; ~oi-f3¢

- fwewebs T <R Cxleiner dan

2-Prn-Pe (3-%

,% nﬁ L 2ﬁt)~ c ("::) R—n—ﬂ?
[3 Ve Tl-thc) C o
'~Voor '>l is de biwdrawe'wcvcns 3¢:r'k191ner dan o L L

L - ! p"'2./,S "ﬂ' ‘ **/5""“
2 R-n-l : { (W 4~’)R’ Ft(M?l)Bt : r "T"" v , (*m ,4

LS

,f’en dlt 1s Wegens



4 Methoﬁe var DARTOUX. Oct. 1249,
A~/ *_2/31' -

¢

r-fBz
T (- 5n <r. 2
kleiner dan /3 L e
- !+ ~n=/S¢
! 2/ T — C
R.-n-/arﬁ,@z.-—-(mm F AT (g R
‘ -
Voor Bz=
o p70-1 _ -n-Ar
5— (6 + 3 log 2n) =Clf) R A,
Het wou geen moeite kosten om de constante factoren, die in de gevonden
bovengrenzen voorkomen, t¢ verkleinen, manr dasr hebben wij niet nasr
sestrecfd.
Vank zullen wij de stelling toenassen ir de vo*i rende schijinbanr al-
gemenere vorm.
Stelling. Zij h geh-el 2 0. Indien de functies
f(z)= Za z? en g(z)Zanzn
Pz

n=o O :
binnen de cirlel met micdelpunt O en met positieve eindige straal R a=-

nalytisch zijn en het verschil v(z) = £(z) - g(z) binnen C voldoet nan
de ongelijkheid

h ¢ .
X MLE). } %{i{t lst__z) ﬁr ,

ten slotte is de sennemde bijdraze werens 3 < kleiner dan

az? .
waarin/gEPO en de nunten Syy +++ 3 Sy OD of birnen C ligzen, dan is
voor n=1 {

| ren ) STy & e Sl
n+h™ n+h / =(n+l) (n+2) .. (n+h) t’,,

wanrin C (B.[) dezelfde betekenis heeft zwls hicrboven.
Deze stell::.ng* velfr't onmi“dellijk uit de andere, u-nrin £(z) en g(z)

door __.f,LZ.l *S’(nﬂ), .. (n+h)a

I’H'h. le A}
, neo
en
~ Q__G‘%?_). ﬁn»ﬁ-l)...(m»h)bn*h
‘ he O

vervangen wordcen.



5 Binomi- um van Newton October 1449

Het gaat in deze paragraaf om de ontwikkeling van (1+W)m,
waarin m=®+iT , naar opklimmende machten van w-a. Om die functie on-
dubbelzinnig te bepalen, brengen we in het w-vlak een coupure aan
van-~wnaar -1. Wij stellenaxm(1+w)=0 in het punt w=0, zodat arg(1+w)
in het opengesneden w-vlak voortdurend tussen -1 en T light. Ik kies
nu in het opengesneden vlak een punt a, zodanig dat het lijnstuk(a,w)
geen enkel punt van de coupure bevat. Gevraagd wordt (1+w) ® in een
afbrekende reeks naer opklimmende machten van w-a te ontwikkelen, Ser-
wijl een bovengrens voorde modulus van de restterm gevraagd wordt.
Van elk geheel getal r20, dat tevens..G'ls, zullen we vinden
(1+W)m = P +T +s . +T._4+R,y waarin T = (g)(1+a)m f}(w~a)P

Daarbij is i s
‘R! = K (% w~ﬂ' T waarin q gelijk is aan de afstand
van het punt -1 tot et llgnstuh (a,w) en Q

- Nax 'Earg(1+w), - Targ (1+a)!

We zullen later,_ln een paragraaﬁ gewijd aan gegeneraliseerde hyper-
' geometrische functies, cen andere, in veel opzichten prefsrabele bo-
vengrens van tR} vinden. |
~ De formule volgt uit de reeksentwikkeligg %n Taylor

, — s _ a -

Fw) = TO+T1+...+Tr_1+R, waarin %7—- P! , (w aﬂ\
e 1 (r) 4y, r-1 .

R = o (e gk

‘Hierin kiezen we F(w) = (1+w)™, zodat Tp de aangegeven waarde bevat ~‘
- - ‘ ' : :

7 R =D f (1+6) ™ (=)™ as L
s Wegens m G”+ i is (1 + )7 f‘f1 + t}ir"f e “Tfa?g(1 N 6
Omdat + op het llanstuk 1 (a,w% ligt, 1sf1 + ﬁl— g, dus oy
t1 + q ”r'<:qJ . Doorloopt t monotoon het 1ijnstuk (a,w), dan dcorv

, 1ooptqrg( 1 + t ) monotoon het 1nterva1 met de plﬁdpumtenarg 1 + t)
en arg (1 + w), ¢ :

dus e; - arg(1 +‘t)‘<

K.
, Hlvrult volgt de beweg}ng, Wegens




